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INTRODUCERE

Aceastd lucrare prezintd formele generale al derivatelor pana la
ordinul patru inclusiv pentru calculul aproximativ al derivatelor de ordin
superior cand se cunoaste valoarea functiei in trei, cinci puncte echidistante
si neechidistante.

Deoarece in modelarea matematica pe calculator nu se poate calcula
derivata unei functii cu ajutorul limitei, atunci se cautd sa se obtind expresii
care sa aproximeze derivatele de ordin intai, doi, trei, patru, ale functiei
f(x).

Pentru calculul aproximativ al derivatelor unei functii cand se
cunoaste valoarea functiei in trei puncte echidistante sau neechidistante si
n cinci puncte echidistante, aceste formule sunt prezentate in cursurile de
analiza numerica, iar in cazul cand se cunoaste valoarea functiei in cinci
pincte neechidistante, aceastd problema nu este abordatd datorita
volumului mare de calcule.

Rezolvarea acestei probleme si folosirea rezultatelor in aplicatii face
obiectul acestei lucrari de diploma.

Exprimarea derivatelor unei functii intr-un punct X, cand se cunoaste
valoarea functiei in mai multe puncte apropiate punctului x, are o
importantd deosebita in rezolvarea aproximativa a ecuatiilor diferentiale de
cel mult ordinul cinci sau a ecuatiilor cu derivate partiale cand se foloseste
metoda diferentelor finite sau metoda retelelor.

Pentru a pune in evidentd formule de calcul aproximativ a derivatelor
de ordin superior, lucrarea contine un model de rezolvare a unei functii mai
intdi prin derivatele exacte ale functiei, apoi cu ajutorul formulelor de
calcul aproximativ al derivatelor numerice cand se cunoaste valoarea
functiei in trei puncte echidistante sau neechidistante si in cinci puncte
echidistante sau neechidistante. Vom face comparatia print-un tabel final
care contine toate valorile obtinute, pentru a observa care ne da cele mai
mici erori de calcul.
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CAPITOLUL I
Derivatele unei functii cind se cunoaste valoarea functiei in
trei puncte echidistante

1.1 Calculul aproximativ al derivatelor unei functii cand se cunoaste
valoarea functiei in trei puncte echidistante

Fie punctele x.1<x0<x1cu x.1=Xo-h, X1=xo0+h, unde h>0.
Trebuie sa aflam derivata de ordin intai, notam cu f'(xo).

Stim valoarea functiei in punctele X1, Xo, X1, adica f(x.1), (o),

f(x1).
Derivata de ordin intdi o scriem sub  forma:
f'(x0)= af(x-1)+pf(x0) +yf(x1), (D
unde o,[3,y sunt constante care urmeaza sa le calculam.
f(x)=aox?+ aix+a: (1)
sau f(X)=bo+ b1 (x-X0)+b2(x-X0)? (1"

Calculam f(x-1), f(x0), f(x1) si se obtine sistemul:
f(x-1)=Dbo+ b1 (x0-h-x0)+b2(x0-h-x0)?2 f(x-1)=bo- bith+bzh?

f(xo)=bo+ b1 (Xo-X0)+b2(X0-%0)2 << f(X0)=bo N
f(x1)=bo+ b1 (x1+h-x0)+b2(x1+h-x0)2 | f(x1)=bo+ bih+bzh?

-bih+bzhZz=f(x.1)- f(x0) (a)
bo= f(Xo) (b)
bih+b2h2=f(x1) - f(x0) (©

Daca adunam (a) si (b) avem:

-bih+bzh2=f(x.1)- f(xo0)
bih+bzhz=f(x1) - f(x0)

(X-l) -2f (Xo) + (Xl)
2h?

" 2bph2= f(x1)- 2f(x0)+ f(x1) = ba=1
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b2=f(x_l) -2f (x,) +(x,)
2h?

_ _ 2
bih+bsh?=f(x1) - f(x0) = by=1 1) F(Xa) D"

h
b= f(x4) +(x)
2h

Daci: f(X)=bo+ b1 (x-x0)+b2(x-X0)?2
f(x)=b1+ 2b2 (x-x0)

£ (x0)=b1+ 2bz (x0-x0) = F(xo)=b1="" (X.1)2h+f (%.)

f(xo)=b1= ! (2);1) +f(2xﬁ) @

Din (1) si (2),rezulta ca:
(

Deci,

1
aa=——
2h
< B=0
-1
¥ 2h

Pentru a calc_ulz; derivata de ordinul doi, avem:
£ (x0)= auf(x-1) +B1f(x0) +v 1£(x1),

f(x)= b, =2 [ ) 2 (%) +f (%)

o0 =
, f(x,) -2f(x,) +f(x
Prog= 1) 20) #(5)
?”(Xo): f(x_zl) _2f(x20) +f(xé)
h h h 3)
Deci, din relatia (3) , rezulta:
1 hZ 1 h2 yl hZ
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1.2 Eroarea de trunchiere a unei functii cand se cunoaste valoarea
functiei intrei puncte echidistante

Pentru a calcula eroarea de trunchiere, folosim formula lui Taylor
pentru feC3(a,b) si xo care apartine unui interval (a,b).
Pentru n=2, avem:

£ (x,) UG

TR T

unde ¢& e (x,,X) 4)
Calculam valoarea functiei in punctele x.1=Xo-h, Xo, X1=Xo+h
folosind formula (4).

f(x)=f(x0)+f’(xo)(x—xo)+

f(xfl)Zf(Xo)+f’(xo)(x0 —h—xo)+f"(xo) (Xo _h_xo)2 +f"'(i)(xo _h_XO)3

2! 3!
=
B , hf'(x,)  h¥" (&)
f(xfl)—f(xo)— hf (XO) + T — 3 )
fxo)=F (%) + (%) (X0 = Xo) +f ()2(:)) (%o X0)2 + f (5'2) (%o Xo)3 =
f(x0) =f(xo0) (6)
f(x,)=F (%) +£7(x0) (%0 +h = %)) +f" ()2((,)) (xo+h=x%,)" + a (5'3) (x,+h _X0)3
=
_ , h*'(x,)  h¥ (&)
f(x,) f(x0)+ hf (XO) + T + 3 7
unde & e(Xx,,X,), & €{X,} Si & e(Xy.X,).
Folosind formula (2) si tinand cont de formulele (5) si (7), rezulta
ca:

10
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2! 3! 2! 3!

tT(Xo)=-f(x'1) 1) =i{f(xo)-hf’(x0)+h2f“(xo) M (5) }zﬂf(xoﬁhf’(x0)+h2f"(x°) S5

= F'x)=f( +—[f &)+ (&)]

(8)
Eroarea de trunchiere pentru derivata de ordinul intai este:
o) —f(xo)|=|f” (xo)+—[f (&) +7 (&) -1 (x0)| =
h? |, .
eT‘E‘f (51)"'1: (53)| (9)

Folosind formula (3) si tinand cont de (5) si (7), rezulta:

P f0)_26) 1) :1{f(xo)_hf,(xo)+hZf"<xo> () ] 2f(x,)

R h? >  h? 21 3! h?

2! 3l

+%[f(><o)+hf’(Xo)+h2f”(X°) (&) ]2

()= (x0)+ [ (2)F7(2)] (10)

Eroarea de trunchiere pentru derivata de ordinul doi este:

£ (x0)+%[f"' (&)-f (fg)j—f" (Xo)| =

€r :Tf “(xo) (Xo)‘ =

hi . i h s h?
er=glf (8)F (&) <g[f (OG- &)= gx2nff@ (=5 M
,unde &3- £1<(x1-x-1)=2h

Deci, eroarea este:

e; <—M M = sup
3 ,unde x[a.b]

F@ (x)‘ (101)

11
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CAPITOLUL II
Derivatele unei functii cand se cunoaste valoarea functiei in trei
puncte neechidistante

2.1. Calculul aproximativ al derivatelor unei functii cind se cunoaste
valoarea functiei in trei puncte neechidistante

Fie punctele x.1<x0<x1cu x.1=Xo-h1, X1=Xo+hz, unde h1,h2>0.
Stim valoarea functiei in punctele X-1, Xo, X1, adica f(x.1), f(xo),

f(x1), unde
f(x)=Dbo+ b1 (x-x0)+b2(x-X0)? (11)

este o functie de gradul doi, cu bo,b1,b2 coeficientii functiei.

Pentru determinarea derivatei de ordinul intai a unei functii cand
se cunoaste valoarea functiei in trei puncte neechidistante, trebuie sa
calculam o,3,y care sunt coeficientii derivatei de ordinal intai:

f'(x0)= af(x1)+Bf(x0)- y(x1) (12)

Calculam f(x-1), f(xo), f(x1) si se obtine sistemul:

f(x-1)=bo+ b1 (Xo-h1-Xo)+bz(Xo-h1-Xo)2 (X.1)=bo- bihi+bzhi2
f(Xo0)=bo+ b1 (Xo-X0) +b2(X0-X0)? < Jf(x0)=bo SN
f(x1)=bo+ b1 (x1+h2-X0)+b2(x1+h2 -x0)? |f(x1)=Dbo+ bih2+bzh>?

-bih1+b2h12=f(x.1)-f(x0) (@)
bo= f(Xo) (b)
bih2+bzh22=f(x1) - f(x0) (©)

Daca adunam (a) si (c) avem:

12
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{ -bih1+b2h1 2=f(x-1)- f(x0) /ha
bih2+bzh2 2=f(x1) - f(x0) /h1

" bzhihz(h1 +h2)= hof(X-1)- Chi+ hz)f(X0)+ hif(x1) =
. 1 B 1 1
P2, vy | ) TR, PO R Ry O (13)
1 1 1
Daca: b2

“hhany (x1)- hh, ! (%) + h(hhy (x,)

_ _ 2
biha+behy 2=f(x1) - f(xo) = by= o) FX) Bl

h2
_T(x) (%) _ 1 1 1
== hz[m(hﬁhz)f(x*) hlhzf(x°)+hz(h1+h2)f(xl)}:’

h, Pty g,y +

by=—— 2 _f(x )+ h,
hl(h1+h2) h1h2

.
h,(h, +h,) () (14)

Dacia: f(x)=bo+ b1 (x-x0)+b2(x-x0)?

f (x)=b1+ 2b2 (x-x0) (14)
f'(X0)=b1+ 2b: (Xo-Xo) = F(Xo)=b1 (15)
Din (14) si (15)= f'(Xo)= - () 2 () T (x,
’ h(h; +h,) hh, hy(h, +h,) (16)
Din (12) si (16),rezulta ca:
(=2
hy(h,+h,)
_ hz'hl
¢ F= h,h,
Y= M
| hh+hy)
Pentrli a calcula derivata de ordinul doi, avem:
f'(%0) =01 f(%-1) +B1f(X0)-y1£(x1) (17)

13
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. ) ’ 1 1 1

Din (14) =f’(x)= 2b2 —Z{Wf(x_l)— hh f (XO)+mf (xl)} =
7o 2 2 2
£ (x0)= mf(x.l)—hlhzf(xo)mef(xl)
(18)

Deci, din relatia (17) si (18) , rezulta:
w2 e 2 2

h,(h, +h,) h.h, h,(h, +h,)

2.2. Eroarea de trunchiere pentru derivatele unei functii calculate
aproximativ cind se cunoaste valoarea functiei 1in trei puncte
neechidistante

Pentru a calcula eroarea de trunchiere, folosim formula lui Taylor
pentru f€C3(a,b) si xo care apartine unui interval (a,b).

Pentru n=2, avem:
(X,

2!

unde & e (X,,X) (19)

Calculam valoarea functiei In punctele X.1=xo0-hi, X0, X1=Xo+h>
folosind formula (19).

N—"

f(x)=f(x0)+f’(xo)(x—x0)+

B =F (xg) + (%) (%0 — Py — %) 422 (x P8 o)

f(x_l)Zf(xo)- hlf’(xo) +r2]—f!f" (XO) —g—ljfm (51) (20)
f(xo):f(xo)+f’(x0)(x0—x0)+f ()2(:)) (Xo_xo)z"'f (52) (XO_XO)3 =
f(x0)=f(x0) (21)

14
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f(xl)zf(x0)+f’(xo)(xo+h2—xo)+f"(xo) (x0+h2_x0)2+”%3)(x0+h2_x0)3 =

e M) (&)
i, )= (%) + hof” (%) + or T 3 (22)

unde & e(x,,%,), & € {Xo} Si & € (Xo%,) -

2.2.1.Eroarea de trunchiere pentru derivata de ordinul intai

Folosind formula (16) si tinand cont de formulele (20),(21) si
(22), rezulta ca:

P00 =t | ) B () B (x) = (8 |+ )

" {f(xo)+hf(xo)+ (%) 0T (5) }

Tho(h, +h) 21 3!
h,h,
31(h,+h,)
Eroarea de trunchiere pentru derivata de ordinul intai este:

h,h
b + 12
S TORT

= P (%) + [haf" (&) +haf ()]

(23)

Cr :|F(Xo) —f V(Xo)|: f [hlfm (981)+h2fm (953)] —f’ (Xo =

h,h

eT=3!(h11+2h2)\hf &)+h,f7(&)] <

h,h, _hih,
31(h,+h,)

Decij,

< M M = sup [ (x)|
6  ,unde xefa] (24)

Caz particular, hi=hz=h

e, <—M M = sup [f®(x
! ,unde xe[ab] ( )‘ (24)

15
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2.2.2. Eroarea de trunchiere pentru derivate de ordinal doi

Folosind formula (18) si tindnd cont de (20) (21) si (22) rezulta:
- 2

" o__ hl _
F(50)" = g FC) )+ (x0)= (8 [ 2r ()
—2 {f(x0)+h2f’(xo)+h2f (Xo) oD (63) }:
h,(h, +h,) 21 3!
f(x,)=f" (Xy)+———| h3f"(&)-hf" (&
Eroarea de trunchiere pentru derivata de ordinul doi este:
er=[f "(xo) "(xo)\:‘f"(x e )[hZf (&) (&)]-F (%)=
e = h2f" (&,)-h2F " (&
3(h, +h )‘ (&)-mt (%) (26)
& e (X1X0), & € (XgiXy) -
unde
Caz particular,
hi=h=1 = e <h_2\f'"(§) (&) < ‘f(“) &)\ —§)<h_2xh‘f(4’(§)‘<h_2M
2 TTeh! v ° 7Y 7 6h T 6
,unde &3- £1<(x1-x-1)=h
Deci, eroarea este:
e, <Mm M = sup f(“’(x)‘
6 , unde xe[a.p] (27)
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CAPITOLUL III
Derivatele unei functii cand se cunoaste valoarea functiei in
cinci puncte echidistante

3.1. Calculul aproximativ al derivatelor unei functii cind se cunoaste
valoarea functiei in cinci puncte echidistante

Fie punctele x:< x.1<xX0<X1<X2 cu X-2=Xo-2h, X.1=Xo-h, x1=x0+h,
x2=Xo+2h unde h>0.

Derivata de ordin Intai o scriem sub forma:

f'(x0) = af(x.2) +bf(x-1)+cf(x0) +df(x1)-+ef(x2) (1)

unde «o,f3,y sunt constante care urmeaza sa le calculam,atunci cand stim
valoarea functiei in cele cinci puncte echidistante , adica f(x-2),f(x-1),

f(xo), f(x1), f(x2).
Presupunem ca:

f(x)=to+ t1 (x-X0) +t2(X-X0)2+1t3(X-X0)3+ta(x-X0)* (2)
este o functie de gradul patru.

Calculam:

f(x-2)= to+ t1 (X2 -X0)+t2(X-2 -X0)2+1t3(X-2 -X0)3+ta(X-2 -X0)*= to+ t1
(x0-2h -x0)+t2(X0-2h -x0)2+t3(X0-2h -x0)3+ts(X0-2h -X0)*= to-2h t1 +4h?
t2-8h3 t3+16h* t4

f(x-2)=to-2h t1 +4h? t2-8h3 t3+16h* t4 (3)

f(x-1)= to+ t1 (X1 -X0)+t2(X-1 -X0)2+1t3(X-1 -X0)3+ta(X-1 -X0)*= to+ t1
(x0-h -X0)+t2(X0-h -X0)24+t3(x0-h -x0)3+ts(X0-h -x0)*= to-h t1 +h?2 tz-h3
ts+h* t4

f(x-1)=to-h t1 +h? t2-h3 t3+h* t4 4)

f(x1)= to+ t1 (X1 -Xo)+t2(X1 -X0)2+t3(X1 -X0)3+ta(X1 -X0)*= to+ t1
(xo+h -x0)+t2(x0+h -x0)?2+t3(Xo+h -Xo0)3+ts(Xo+h -x0)*= to+h t1 +h?
t2+h3 ts+h* ty

17
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f(x1)=to+h t1 +h? t2+h3 t3+h* t4 (5)
f(x2)= to+ t1 (X2 -Xo)+t2(X2 -X0)2+t3(X2 -X0)3+ta(X2 -X0)*= to+ t1
(xo+2h -xo)+t2(xo+2h -x0)?2+t3(x0+2h -X0)3+ts(X0+2h -xX0)*= to+2h t1
+4h2 t;48h3 tz3+16h* ty
f(x2)=to +2h t1 +4h? t48h3 t3+16h* t4 (6)
Notam f(xo)=to (7)

Din sistemul format din relatiile (3),(4),(5),(6) si (7)obtinem:
(" to-2h t1 +4h? t2-8h3 t3+16h* ty =f(x-2)

to-h t1 +h2 tz-h3 tz3+h* ty = f(x.1) &
to+h t1 +h? t2+h3 t3+h* t4= f(x1)
\to +2h t1 +4h? t2+8h3 t3+16h* t4= f(x2)

-2ht1+4h?2t2-8h3t3+16h*ty=f(x2) +f(x0) (a)
-ht1+h2t2-h3tz+htts = f(x.1)+f(x0) (b)
hti+h2t;+h3tz+hts= f(x1)+f(X0) (©)
2ht1+4h2t;+8h3t3+16h*ty= f(x2)+f(%o0) (d)
Din relatiile (a),(b),(c),(d) formam un alt sistem, astfel:
(a)+(d) @)
(b)+(c ®) @
(d)-() (c)
(©)-(b) (d)

Luam acum separate, fiecare relatie: (a'), (b"), (c¢), (d) si le calculam.
Din (a') = -2h t1 +4h2 t;-8h3 t3+16h* t4 =f(x-2)-f(x0)
{ 2h t1 +4h? t2+8h3 t3+16h* t4= f(x2)-f(x0) =
(+) —  8hitz — 32h*ty= f(x2)-2f(x0)+ f(x2)
(@) devine  8hZty+32h* t4= f(x-2)-2f(x0)+ f(x2) (@)

18
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Din (¢) = { 2h t1 +4h? t248h3 t3+16h* t4= f(x2)-f(x0)

-2h t1 +4h? t,-8h3 t3+16h* ts =f(x-2)-f(%0) =
) 4hty -~ 16h3tz3 ~ =f(x2)- f(x-2)
(c) devine 4hti1+16h3tz=f(x2)-f(x-2) (c)

Din (b") =-ht1+h2tz-h3t3+h*ts = f(x.1)-f(Xo0)
h t1 +h? t2+h3 t3+h* t4= f(x1)-f(X0) =
(+) ~  2h2tz_~ 2h*ts = f(x1)-2f(x0)+ f(x1)

(b") devine 2h2t,+2h4ty=f(x.1)-2f(x0) +£(x1) )

-h t +h2 t2-h3 ts+h ta = f(x1)-f(x0)

Din (d) :{h t1 +h2 tz+h3 ts+h* ta= f(x1)-f(x0)
)

2h t 2h3t3 =f(x1)-f(x1) =
(d") devine 2ht; +2h3t3 =f(x.1)- f(x1) (d")
Deci sist(;mul (8) devine:
8h2 t; +32h* ty= f(x-2)-2f(x0)+ f(x2) (a")
) 2h2t; + 2h* ts = f(x1)-2f(x0)+ f(x1) ®d) )
4hti + 16h3ts =f(x2)- f(x2) (c)
\ 2ht1 +2h3t3 = f(x1)- f(x1) (d")

Din (a)+ (b") =|8h? t; +32h* ty= f(x.2)-2f(x0)+ f(x2)

2h? t; + 2h* ta = f(x1)-2f(x0)+ f(x1) /- (-4)
+) / 24h* ty = f(x2) -4f(x-1)+6f(x0)-4 f(x1)+ f(x2)

1
24h*

[ f(x-2) -4f(x-1)+6f(X0)-4 f(x1)+ f(x2)] (10)

ty =
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Din relatia (b") si (10) =

2h2 t2 + 2h* t4 = f(x-1)-2f(x0) + f(x1) =
{ b= 41h4 [ £(x2) -4f(x1)+6f(x0)-4 f(x1)+ f(x2)]

=t =2—i2 [ f(x.1) -2f(x0)+ f(x1)- 2h* ty |= %{f(x-l) -2f(x0)+ f(x1)- 2h*

: 1 [ f(x2)-4f(x1)+6f(x0)-4 f(x1)+ f(x2)]}= 41h [ -f(x2) +16f(x.1)-
30f(x0)+16 f(x1)- f(x2)] =
—=t= le [-f(x-2)+16f(x-1)-30f(x0)+16f(x1)-f(x2)] (11)
Din (c)+ (d") ={4ht1 + 16h3t3 =f(x2)- f(x-2) =

?Zh t1 +2h3t3 =f(x1)-f(x1) /- (-2)

(+) 7 12h3t3=f(x2)- f(x2)+ f(x1)- f(x1) =

= t3 =12 5 [ -f(x2) +2f(x-1)-2f(x1)+ f(x2)] (12)
Din relatiile (d") si (12) = {Zh t1 +2h3 t3 = f(x-1)- f(x1) =
t

[ -f(x-2) +2f(x1)-2f(x1)+ f(x2)]

3 2h3

[ -f(x2)

= t =2—[ -f(x-1)+f(x1) -2h3 t3 |= —{ -f(x-1)+f(x1) -2h3 - 2h3
+2f(x-1)- 2f(x1)+ f(x2)]}= [ f(x-2) -8f(x.1)+8f(x1) - f(x2)] =

=t =ﬁ [ f(x-2) -8f(x-1)+8f(x1) - f(x2)] (13)

Deci, sistemul (9) are solutiile:
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A —

[

t1 =ﬁ [ f(x-2) -8f(x-1)+8f(x1) - f(x2)]

t zflw [ -f(x.2) +16f(x.1)-30f(x0)+16 f(x1)- f(x2)] (14)

ts = 121h3 [ -f(x2) +2f(x1)-2f(x1)+ £(x2)]
o= 41h4 [ £(x2) -4f(x1)+6f(x0)-4 f(x1)+ f(x2)]
Daca derivam relatia (2), rezulta:
f'(x)=t1+ 2t2(x-X0)+ 3t3(X-X0) 2+ 4t4(x-X0)3 (15)
Pentru x=xo, avem f'(xo0)= t1+ 2t2(Xo-X0)+ 3t3(x0-X0)2+ 4ts(X0-X0)3 =
=  f(x0)=t1=f'(x0) (16)

Din relatia (13) si (16) =

f'(x0) = ﬁ [ f(x-2) -8f(x1)+8f(x1) - f(x2)] (17)

Din relatiile (1) si (17) =

) = L .8 8 L
f'(x0) =D f(x-2) oh f(x-1)+ oh f(x1) oh f(x2)]

f'(x0)= af(x-2)+bf(x-1)+cf(x0) +df(x1)+ef(x2)
~ a=+ ) b=-2 , ¢=0, d=% , e= ﬁ ,unde a, b, ¢, d, e sunt
constantele derivatei de ordinul intéi cAnd se cunoaste valoarea functiei
in cinci puncte echidistante.

Fie f"(X0)= a1 f(x.2)+ by f(x-1)+c1 f(x0) +d1 f(x1) +e1f(x2)  (18)
derivate de ordinal doi, cand se cunoaste valoarea functiei in cinci
puncte echidistante.

Pentru a determina constantele din relatia (18), mai Intai derivam
relatia (15), atunci rezulta ca:

f'(x)= 2t2+ 6t3(x-X0)+ 12t4(x-X0)? (19)

Pentru x=xop, avem

f'(x0)= 2t2+ 6t3(x0 -X0)+ 12t4(X0-%0)?2 =
f'(x0)= 2tz2= f"(x0) (20)
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Din relatiile (11) si (20) =

G0)=2- 41h4 [ -f(x2) +16£(x.1)-30f(x0)+16 f(x1)- f(x2)]
— (x0)= 121h2 [ -f(x.2) +16£(x-1)-30f(x0)+16 f(x1)- f(x2)] 21)
. y . Lo _ 1 .16 _ 30 . _ 16
Din relatiile (18) si (21)avem ca ai= Tor? ,b1 one 1= ore M= o

'e1=-_
12h2, unde ai, b1, c1, d1, e1 sunt constantele derivatei de ordinal

doi, cand se cinaste valoarea functiei In cinci puncte echidistante.
Fie
f"(x0)=az f(x-2) +b2 f(x-1)+c2 f(x0) +dz f(x1) +ez f(x2) (22)
derivara de ordinul trei, cand se cunoaste valoarea in cinci puncte
echidistante.
Pentru a determina coeficientii relatiei (22), derivam mai intai
relatia (19), de unde rezulta ca
f"(x)= 6ts+ 24ts(x-Xo) (23)
Calculam relatia (23) In punctual xo =
f"(x0)= 6t3+ 24t4(X0-x0) =
= f"(x0)= 6tz= f"(Xo) (24)
Din relatiile (12) si (24), rezulta ca derivate de ordinal trei, cand
se cunoaste valoarea functiei in cinci puncte echidistante este :

" (%0)= 6- 121h3 [-f(x2) +2f(x1)-2(x1)+ f(x2)] =
£ (x0) = % [ -f(x.2) +2f(x1)-2f(x1)+ f(x2)] (25)

Constantele derivatei de ordinul trei, cand se cunoaste valoarea
functiei In cinci puncte echidistante, se determina din relatiile (22) si
(25), de unde rezulta ca:

1 1 1
g 0 Dy =0, =, e= o

constantele derivatei de ordinul trei cand se cunoaste valoarea functiei
in cinci puncte echidistante.

az= :F' €= unde az, b2, c2, d2, e2 sunt

Consideram ca derivata de ordinul patru, cand se cunoaste
valoarea functiei in cinci puncte echidistante este de forma:
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f @ (x0)= a3 f(x-2) +bs f(x1)+c3 f(x0) +ds3 f(x1) +e3 f(x2) (26)
Pentru a determina constantele din relatia (26), mai intai derivam
relatia (23), de unde rezulta ca:

f @ (x)=24t, (27)
Calculam relatia (27) in punctual xo =
_f(4)(Xo)=24t4= f M (x0) (28)

Din relatiile (10) si (28), rezulta ca

FO(x0)=24- 41h4 [ f(x.2) -4f(x1)+6f(x0)-4 f(x1)+ f(x2)] =
s £ @ (x0)= hi [ £(x.2) -4£(x1)+6£(x0)-4 f(x1)+ f(x2)] (29)

Deci, relatia (29) reprezinta derivate de ordinal patru cand se
cunoaste valoarea functiei in cinci puncte echidistante.

Constantele derivatei de ordinul patru, cand se cunoaste valoarea
functiei in cinci puncte echidistante, se determina din relatiile (26) si
(29), de unde rezulta ca:

4
b3=_F; C3=F;

4
BT R
constantele derivatei de ordinul patru cand se cunoaste valoarea
functiei in cinci puncte echidistante.

B= ds= €3= unde as, bs, c3, ds, e3 sunt

3.2. Eroarea de trunchiere pentru derivatele unei functii cand se cunoaste
valoarea functiei in cinci puncte echidistante

3.2.1. Eroarea de trunchiere pentru derivata de ordinul intai
Pentru a calcula eroarea de trunchiere, folosim formula lui Taylor
pentru feC5(a,b) si xo care apartine unui interval (a,b).
Pentru n=4, avem:
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f(X)=f(Xo)+f,(X0)(X_Xo)+f" (;(:)) (X—XO)2 +M(x—xo)3+f(4)(xo) (x—x0)4+f(5)%(x‘xo)5

unde & e (x,,X) (30)
Calculam valoarea functiei in punctele x.2=xo0-2h, X.1=xo-h,
x1=Xo+h, Xx2=Xo+2h, unde h>0 folosind formula (30).

f . ) £ . ; £ . . £ 3 ;
f(x_2)=f(xo)+f’(x0)(x_2—x0)+%(x_2—x0) + (;(,) (X-z‘xo) + E:j) (X-z‘xo) + E-f) (X-z‘Xo) =
_ : (%) » F (%) s F90x)
—f(x0)+f(XO)(XO—2h—x0)+T(x0—2h—x0) +T(x0—2h—x0) + m (x,—2h-x,) +
+f(5)£j1) (x0—2h—x0)5
=

) 2 p" 4 3™ 2 40(4 4 5¢0(5
f(x,)=F(x,) -2hf*(x,)+2h*f (xo)—gh f (x0)+§h £ )(xo)—Eh f©(&) (31)

f ) ) £ . ; £ . . £0) A 5
f(xl)=f(x0)+f’(x0)(x1—x0)+%(xl—xo) +%(xl—xo) + E::) (X71‘Xo) + (54:) (X71‘Xo) =
=f(x,)+(x,)(x, = —x0)+f”(%°)(x0—h —x0)2+fm(%°)(xo—h—xo)3+f(A)(Ar):O) (x,~h-x,)' +
+f(5)§2) (xo—h _Xo)s
=

_ ) 2f"(Xo) B 3fm(xo) 4f(4)(xo) B sf(s)(éz)
f(x,)=1f(x,) -hf(x,)+h 5 h e +h 2 h 190 (32)

f" . ) f'" . ] f(4) ) A f(5) A ;
£, (%) (5, ) (5, -, )+ (;) (x,-x,)' + (;) (x,-x, ) + (4XI) (x,-x,) + g D (x,-x,)
=f I h f“(XO) h 2 f ) h 3 f(4)(X0) h 4
= (Xo)+ (Xo)(xo+ ‘Xo)+ ol (Xo+ X,) + (Xo+ Xo)+ Al (X0+ _X0)+
+f(5)(;lt3) (X0+h_xo)5
=
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£(x) = F(x,) +hf’(xo)+h2f"();°) LAY LA L BEL C)

6 24 120
f(x, . (%, s T9(x, (¢, :
f(xz):f(x0)+f’(x0)(x2—x0)+%(x2—xo) , (3!) (1,5, ¢ E”) (1,-x) + g -
: @
{x,)+ P (x,) (£ 21-x,) (;;) (XO+2h—x0)2+¥(x0+2h—x0)3+f (4X|) (1 +20-x,)" ¢
(5
+]c (4) (x0+2h—x0)5

5!

=

f(x,)=1(x,) +2hf*(x,)+2h*f" (x0)+%h3f'" (o) +§h4f‘4) (xo)+%hsf‘5) (&) (34)

unde & € (X—Z’X—l), & € (X—l’XO), & € (XoiX,) ) &y € (X1,%y) )
Folosind formula (17) si tinand cont de relatiile (31),(32),(33) si
(34), rezulta:
2 4

f'(x0) = % {f(x,) -2hf"(x,)+20°f (xo)—g}ff"’ (Xo)+§h4f(4) (Xo)_Ehsf(S) (&)-

8[F(x,) (s ch? O s T06) L fO0G) T8
° i 2 6 24 120

) (4) (5)
+8[f(XO) +h f’(XO)-FhZf (XO) +h3f (XO) +h4f (XO) +h5f (63) ] B
2 6 24 120

- [£(x,) +2hf*(x,)+2h*f" (x,) +%h‘°’f"' (x0)+ %h“f(‘” (x0)+ %th(S) &)1}

Grupand pe rand, dupa f(xo), f“(Xo), f"(x0), f{*®(x0) in expresia lui f
'(x0), obtinem coeficientii acestor derivate ca fiind 0. Analog obtinem
coeficientul lui f '(xo) ca fiind egal cu 1.

Deci:

T00) = £ 00) [ 19 (8)+F (&) ]+ 10 19 (6) +19 (&)

SN h'T s TG 1.6 _§06)
:»f(xo)_f(xo)+45[f &)+ 219(5)+ 219 (5) -1 (54)} 5

Eroarea de trunchiere pentru derivate de ordinal Intai este:
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& :‘F(Xo) - f'(Xo)‘ = ‘ f (%) +2—;|:'f(5) (51)+%f(5) (§Z)+%f(5) (53)_1:(5) (é)}-f'(xo)‘ <

gh_4‘_f(5) é:l +lf(s)(§Z)+lf(5)(§3)_f(5)(§4)‘S

eI a2« o ()]0 )+ e <
<o o @ @ )| 36)

unde & €(X,.x,) ) & € (X44%p) ) & € (XgiX%y) ) &, € (XX,) )

Presupunénd ca feC3[a,b] (adica, derivate de ordinul cinci este

= sup | f O (x)|.
continué) xe[ah]
Atunci, eroarea este:
h* h*
r <75 [AM +4M + M +M]= - 10M
180 180
4 PRy
:>eTsh—-M = eTs(b i)-M
18 18n (37)
h-2-2 = sup f‘s)(x)‘
n Xe[a b]

n=numarul de subintervale
Relatia (37) reprezinta eroarea de trunchiere pentru derivata de
ordinul intai care trece prin cinci puncte echidistante.

3.2.2. Eroarea de trunchiere pentru derivata de ordinul doi

Folosind formula (21) si tinand cont de relatiile (31),(32),(33) si
(34), rezulta:

= 1

£7(x0) =

[ -f(x2) +16f(x-1)-30f(x0)+16 f(x1)- f(x2)]

2 4
§h4f(4) (xo) - Bhsf@ (&) ]+

L ) 20" 4 4.
oz U LE(x0) 20 () + 2076 (o) =2 1 (o) +

s K0 T T ) FO(E)
FL6[£(x,) -0 £(x,) +h 2= el 0PI S ]-30f (ko) +
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' (4) (5)
+16[f(x0) +h f’(x0)+h2f (XO) +h3f (Xo) +h4f (Xo) +h5f (983) ]_
2 6 24 120

SO ()]

Grupand pe rand, dupa f(xo), f '(X0), f"(X0), f{*®(x0) 1In expresia lui
f“(x0), obtinem coeficientii acestor derivate ca fiind 0. Analog obtinem

coeficientul lui f’(xo) ca fiind egal cu 1.
Deci, derivate de ordinal doi este:

7 (x,)=f (x0)+ [2f<5> (&)-209(£)F9(5)+19(&)] (38)
unde ‘/:?1 < (X—Z’X—l) , 952 € (Xfl,XO) , 983 < (XO’Xl) , 54 € (lexz) .

Eroarea de trunchiere pentru derivate de ordinal doi este:

e =| ()~ £ (%) =‘f"(xo>+2—;[2f<5>(§1>-2f“> (&)F9(&)+F9 (&) ]-F ()<

- [f(x,) +2hf’(x0)+2h2f"(x0)+%h3f'" (x0)+§h4f(4) (x0) +

0 o ) Q ®) >
< 5o 2L (6) =19 (E)4]f 2 (£) -1 (&)
Luam separat si calculam modulele
| 19(&) -1 (&) | -4l [ (8) <anm. 6 < (£, 8)
(40)

| £9(&) -9 (&)= [& - &I (6)|<2hM, 6, € (&, &)

unde 51 € (X—Z’X—l) , 52 € (X—l'XO) , 53 € (XO’Xl) , 54 € (lexz)

= sup

xe[a,b]

Tinand cont de relatiile (39) si (40) obtinem eroarea de
trunchiere egala cu:

3
e <h—0[2 4hM +2hM]_— -10M

O (x).

L IO .
h _b-a M = sup “”(x)‘
n Xe[ab]

n=numarul de subintervale
Relatia (41) reprezinta eroarea de trunchiere pentru derivata de
ordinul doi care trece prin cinci puncte echidistante.
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3.2.3. Eroarea de trunchiere pentru derivata de ordinul trei

Folosind formula (25) si tinand cont de relatiile (31),(32),(33) si
(34), rezulté'

£ (Xo)— [ -f(x2) +2f(x-1)-2f(x1)+ f(x2)]

T(x0)= {[(xo) AP (3, 208 (3) = (5 + 207 (x) - HE (6) ]+

-I—8[f(x0) —hf’(x0)+h2f"(xo) _hafm(xo) +h4f(4)(xo) _hsf(s)(ﬁfz) ]_
2 6 24 120

' : ®)

-Z[f(xo) +hf’(xo)+h2f (XO) +h3f (Xo) h4u+h5f (53) ] n
2 6 24 120

+ [f(xo) +2hf’(x0)+2h2f" (X0)+%h3f'" (X0)+§h4f(4) (X0)+%h5f(5)(§4)]}

Grupand pe rand, dupa f(xo), f '(X0), f'(x0), {#(x0) In expresia lui
f”(x0), obtinem coeficientii acestor derivate ca fiind 0. Analog obtinem
coeficientul lui f"”(xo) ca fiind egal cu 1.

Deci:

— 2
f(x,) = ™(x,) +1h2—0[16f<5> (&)+16f9(£,)-F9(5,)-19(&,)] (42)
unde §1 € (X—Z’X—l) , 952 € (X—l’XO) , égs € (X07X1) , 54 € (Xl'xz)

Eroarea de trunchiere pentru derivate de ordinal trei este:

eT=\F'(Xo)—f"'(x )|= ‘f (x)+1h2—0[16f<5 (6)F9(&,)-T9 (&) +16f9 (&) -7 (x)| <
h
“a [
h
E[16
hZ

< oo 1677 (£) 4 (&) 161 () 16 (&) (43)

unde & €(X5x,) ) &, € (X 4:%) ) & € (XpXy) ) &, e (XX,) )

&)+ ‘le ®(g,)+

HHEO (&) +H9(g, }

£ (51)\+16

5)(5‘

f(5)(§2)‘+‘f(5) (é)ﬂs
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Presupunand ca feC5[a,b] (adica, derivate de ordinul cinci este
continuad),

M = sup

xe[a,b]

O (x)].

Atunci, eroarea este:

2 2
e, <" [16M +16M + M + M]=".34M
120 120

2 PRY:
—e < .3aMm P L CI )Y
ho0-2 M = sup | ©(x)].
n Xe[a,b]

n=numarul de subintervale
Relatia (44) reprezinta eroarea de trunchiere pentru derivata de
ordinul trei care trece prin cinci puncte echidistante.

3.2.4. Eroarea de trunchiere pentru derivata de ordinul patru

Folosind formula (29) si tinand cont de relatiile (31),(32),(33) si
(34), rezulta:
FO(x0)=: [ £(x2) -4 (x1)+6f(x0)-4 F(x)+ F(x2)]

— 1 . 4 4 2 4
f®(x0) = o {f(x,) -2hf*(x,)+2h*f"(x,) —§h3f (%) +§h4f(4) (%) —Ehf’f@ (&)-

- g zf"(xo) _ 3fm(xo) 4f(®(xo) _ Sf(w(éé) -
4[8(x) D (xg) +h P2 P 2T T4 6f(x0)

) ©) (5)
-4[£(x,) +h f’(XO)+h2f (%) +h3f (%) +h“f (%) +h5f (&) 1+
2 6 24 120

+ [£(x,) T2hf7(x,) +2h%" (x, ) + %h3f'" (o) +§h4f(4) (%) +%h5f(5) A
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Grupand pe rand, dupa f(xo), f(x0), f'(x0), f'(x0) In expresia lui
f®(x0), obtinem coeficientii acestor derivate ca fiind 0. Analog obtinem
coeficientul lui  f*(xo) ca fiind egal cu 1.

Deci, derivate de ordinal patru este

FO00) = FO00) + 35817 (6) 481 ()41 (&)1 (&) (45)
unde & € (X,.x,) ) &, € (X 1%,) ) & e (XoiXy) &4 e(X:Xy)

Eroarea de trunchiere pentru derivate de ordinal patru este
h
er =[ 1™ 0g) - 1900,)|= f‘4’(x0)+£[-8f(5)

(981)+8f © (984)+f © (982)'f © (53)]
Y@+ (&) - (&)

Luam separat si calculam modulele

-1 (x)|<
sh—ﬂ8[f<5)(§4)—f<
30

(46)

£ (£ f(5) (&)=le 5 f(e) < X, +2h =X, + 2h|M <4hM, 6, € (&,,&)
1 4 1 41>l
| f<5)( 19 (&)|=[5 - \f‘ﬁ) <\X chxenm s2m g e(g) 47
unde & (XX gze(x_l,xo)’ §3€(X0,X1), E, € (X,X,)
= sup f(G)(X)‘
Xe[ab]

Tinand cont de relatiile (46) si (47) obtinem eroarea de
trunchiere egala cu:

2
e, g%[8~4h|\/| +2hm] =34

-M
0
34h? 17 (b-a)*
=e < 0 -M = eTSE( nz) . (48)
h=B = sup f(a)(x)‘.
n Xe[ab

n=numarul de subintervale

Relatia (48) reprezinta eroarea de trunchiere pentru derivata de
ordinul patru care trece prin cinci puncte echidistante
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CAPITOLUL IV
Calculul aproximativ al derivatelor unei functii folosind
polinoamele de interpolare cand se cunoaste valoarea functiei in
trei puncte neechidistante

Fie trei puncte neechidistante x.1<x0<xX1 ,cu X-1=Xo-h.1, X1=Xo+hj,
unde h.1h:1>0 si distincte, pentru care se cunosc valorile f(x.1),f(xo0),
f(x1). (D

Polinomul de interpolare corespunzator acestor noduri este dat
de formula lui Lagrange:

_p(f- e (X=%)(x-%) (=X )(x=x) L (X=X)(X=%)
P(X)_P(tx1’X0,X1,X>_(X-l_xo)(x-l_xl) 71+(X0_X-1)(X0_X1)y0+(x1_x-1)(xl_xo)yl
unde y-1=f(x-1), yo= f(x0), y1= f(X1). (2)

Din relatiile (1) si (2), ne da functia aproximativa data de

polinomul Lagrange, care este:

_ _ . AN (X—XO)(X—Xl) (X_X—l)(x_xl)
f(x)_P(X)_P(f’XZ’X1’X°’X1'X2’X)_(x0—h1—x0)(x0—h1—x0—h1)f X, +(X0—X0+h,1)(X0—Xo—h1) f(x,)+

(X—Xfl)(X—XO)
(X1 =X+ ) (X + = %)) flx)

=

X=X, ) (X=X, X=X, ) (X=X X=X, ) (X=X
7 =pl) = U8 g L8] g Ll ) g3y
Relatia (3) reprezinta formula de calcul aproximativ a functiei,
care trece prin cele trei puncte neechidistante considerate.
Derivand polinomul din relatia (3) obtinem:

quzp(xy:ﬁfﬁ?gﬁjﬂx_xg(x_&ﬂp_gﬁfux_xlxx_&n+
f(x)

h,(h,+h.,)

(4)
[(x=x1)(x=%)]
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=
a f
F(x)=P (x)=- 1(rf)i_4l‘)h1)[(x_)(0)+(x_Xl)]_ hifi) [(x=x0)+(x=%)]
+&[(x—x )+ (X—%,)] )
h (h +h,) - 0
Pentru x=xo, avem:
- : f f
F)=P (x)=; ¢ ) )[(xo_x0)+(xo_xl)]_%[(xo-x1)+(x0-x1)]+
f f f
+h1(h1(fi)11)[(xo —X)+ (% = %)l :ﬁ(xo —xl)—%[(xo—xlﬁ(x0 - )]+ (6)
f(x) _
+h1(h1+h1)(xo X.4)
Tinand cont de relatia (1), relatia (6) devine:
o\ g s o -h h,
f (XO):f (XO)_P (XO)_ hfl(hil‘i‘hl) ( —1) h h ( ) h (hl+h71) f(xl) (7)

Relatia (7) reprezinta calculul aproximativ a derivatei de ordinul
intai cand se cunoaste valoarea functiei in trei puncte neechidistante,
care coincide cu relatia (16) din Capitolul II.

Derivand relatia (5) obtinem:

700 =P 0=y 2 [0+ )] =20+ (o x ) +

h,(h,+h
f(x) B N o F(xy) f(xo) f(x)
hl(h1+hl)[(x Xa)+(x XO)]_Zhl(h1+hl) 2h,lhfzhl(hﬁh,l)

T o ) )L ()
=1 0g=f (x)=f (XO)_Z{hl(hl+hl) h.h +h1(h1+h1)} ®

care coincide cu formula (18) din Capitolul II si reprezinta formula de
calcul a derivatei de ordinul doi cand se cunoaste valoarea functiei In
trei puncte neechidistante
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CAPITOLULV
CALCULUL APROXIMATIV AL DERIVATELOR UNEI FUNCTII
FOLOSIND POLINOAMELE DE INTERPOLARE CAND SE
CUNOASTE VALOAREA FUNCTIEI iN CINCI PUNCTE
NEECHIDISTANTE

In cazul in care avem cinci puncte neechidistante nu existi
formule de exprimare a derivatelor aproximative ale functiei f(x)
calculate in xo.

Incercim si gasim aproximarea functiei care trece prin cele cinci
puncte neechidistante cu ajutorul interpolarii, si obtinand functia apoi
sa o derivam si sa obtinem derivatele aproximative ale functiei f(x)
calculate in Xo.

Fie cinci puncte neechidistante x 2<x.1<Xo<x1<X2,CU X-2=Xo-h.1-h.2,
X-1=Xo-h.1, X1=x0+h1, x2=xo+hi1+hz, unde h.;,h.1h;,ho>0 si distincte,
pentru care se cunosc valorile f(x-2),f(x-1),f(Xo0), f(x1),f(x2). (D

Polinomul de interpolare corespunzator acestor noduri este dat
de formula lui Lagrange:

P(x)=P(f;x-2,X-1,X0,X1,X2;X) =

(X—X_l)(X—XO)(X—Xl)(X—Xz) y (X_X—z) X—XO)(X—XI)(X—Xz) Yy, +
(X2 =X ) (X =% ) (X = X)) (X = %) T (%= %) (X = %) (X = X) (X = %) 7
+ (X=X ) (X=X ) (X=X ) (X=X,) y (X=X ) (X=X ) (X=%) (X=%,) Vi +
(Xo_x—z)(xo_x—l)(xo_Xl)(xo_xz) i (Xl_X—Z)(Xl_X—l)(Xl XO)(Xl Xz) '

N (X=%,) (X=X ) (X =X) (X =%,)

(X, =X, ) (% =X ) (X =% ) (% = %)

unde y-2= f(x-2), y-1= f(x-1), yo= f(x0), y1= f(x1),y2= f(x2). (2)

Din relatiile (1) si (2), ne da functia aproximativa data de
polinomul Lagrange, care este:
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—_f(x) =P(X)=P(f;X-2,X-1,X0,X1,X2;X) =

(X—Xﬁl)(X—XO)(X—Xl)(X—Xz) f(x,)+
(% —hy=h, =X +h) (X —h,—h,=x) (% —h,—h, =% —h)(x,-h,-h,-x,-h-h,) "

N (X=%,) (X=X ) (X=% ) (x=X,)
(% —hy =X +hy+h,) (% —hy=X) (% —h, =% —h)(x,-h, =% -h-h,
N (x=x,) (x=x) (X=X ) (X=X,) T
(% =% Ny 40, ) (% =% + 1y ) (% =% =) (% =%, =Ty =1, ) '
(X—X_z)(X—X_l)(X—XO)(X—XZ)

(Xo +h X +h71+h72)(X0 +h X +h71)(X0 +h1_xo)(xo +h—h,-x-h-h

(X=X5) (X=X ) (X =% ) (X =) f(x,)

"0+ 1%+, ) (X 1y — X+ 0 ) (g P+, — 30 (% +y 1Py — %, )

f(x,)+
)

j FOq)+

f_(x) =P(x)=P(f;x-2,X-1,X0,X1,X2;X) =

(X—Xfl)(X—XO)(X—Xl)(X—XZ) f(X )+(X—sz)(X—XO)(X—Xl)(X—X2) f(
h,(h,+h,)(h,+h,+h)(h,+h,+h +h,) . h,h, (hy+h)(h, +h +h,)

+(X—sz)(X—Xfl)(X—Xl)(X—XZ) f(x )_|_(X_X72)<X_X71)(X_Xo)(x_xz) f(

X,)+

T R CRT A AT (SR R
(X_sz)(x_xfl)(x_xo)(x_xl) f(x,)
h, (h, +h, +h, +h,)(h,+h, +ho)(h+hy) 3)

Aceasta relatie (3) reprezinta valoarea functiei aproximative care

trece prin cele cinci puncte neechidistante considerate.

5.1. Calculul aproximativ al derivatei de ordinul intdi a unei functii cand
se cunoagste valoarea functiei in cinci puncte neechidistante

Pentru a calcula derivata de ordinul intai, pornim de la relatia (3),
unde:
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f(x)=P(x)=P(f;x-2,X-1,X0,X1,X2;X) =
(X_X-l)(x_XO)(X_Xl)(X_XZ) f(x 2)+ (X_X—Z)(X_XO)(X_Xl)(X_XZ) f(X,1)+

h,(h,+h,)(h,+h,+h)(h,+h,+h+h,) " h.h, (h,+h)(h, +h +h,)
+(X—X_z)(X—X_l)(X—Xl)(X—X ) f(x,)+ ( )(X—X_l)(X—XO)(X—XZ) f(x)+
hh (hy+h,)(h +h,) ° —hh, (h,+h,+h,,)(h +h,) '

(X=%,)(X=X1)(Xx=%)(x=X,) f(x,)

i (h+h, +h, +h,)(h+h,+h)(h +h)

Luam separate din relatia (3)si derivam:
(X=X ) (X=%) (X=%) (X =%,) =
= (X=X ) (X = %) (X=X, )+ (X=X (X =X) (X =%, ) + (X=X ) [(X =X, ) + (X =%, )]} =
(X=X ) (X=X ) (X=X, ) + (X=X ) (X =% ) (X=X, ) + (X =X, ) (X=X ) (X =%, ) + (4)
+H(X =% ) (X=% ) (x=%,)
Prin analogie, cu relatia (4) obtinem ca:
(X=%5) (X =% ) (X=%) (x=%,) =
:((x—xo)(x—xl))(x—x) (X=X, (X=%) (X =%, ) + (X=X, ) (X=X ) (X=X, ) + (5)

(X=X, (X=X ) (x=x%,)

(X_sz)(x_xfl)(x_Xl)(x_xz):

= (X=X ) (X=2) (X = %)+ (X=X ) (X=X ) (X=X ) + (X=X ) (X=X, ) (X =%, ) + (6)
+(x=%,) (x=x4)(x—x,)

(X=X, ) (X=X ) (X=X ) (X =%,) =

= (X=X (X =% ) (X=X, )+ (X=X, ) (X =% ) (X =%, ) + (X=X, ) (X=X, ) (X =X, ) + 7
+<X_X-2)(X_X1)<X_Xo)

(X=X ) (X=X 1) (X=%) (X =%) =

Z(X Xl)(x X)(X Xl) (X sz)(x_Xo)(x_X1)+(X_sz)(x_xfl)(x_xl)*' (8)
(X=X ) (X=X, ) (X=%)

Din relatiile (3),(4),(5),(6),(7) si (8) rezulta ca derivata de
ordinul intadi a unei functii cand se cunoaste valoarea functiei in cinci
puncte neechidistante este:

35



LUCRARE DE LICENTA

SO e i Y [ i L) YR 8 ) L A P

h, (h+h,)(hy+h, +h)(h +h, +h +h,)

+(X—XO)(X—Xl)(X—X2)+(X—Xﬁz)(X—Xl)(X—X2)+(X—sz)(X—XO)(X—X2)+(X—sz)(X—XO)(X—Xl) ]

hh,(h, +h)(h,+h+h,)

(X =0 ) (X =2 ) (X=X )+ (X=X, ) (X=X ) (X=X )+ (X=X, ) (X=X ) (X =%, )+ (X=X, ) (X=X, ) (X=X,

! npy(+h,)(h+h) o+ )
+(x—x71)(x—xo)(x—x2)+(x—xfz)(x—xo)(x—x2)+(x—x72)(x—xfl)(x—x2)+(x—x72)(x—x,l)(x—xo) ]
-hh, (b +h, +h,)(h+h))
+(X—Xﬁl)(X—XO)(X—X1)+(X—X72)(X—X0)(X—X1)+(X—sz)(X—Xfl)(X—X1)+(X—X72)(X—Xfl)(X—XO) f(

hy (h+h,+h,+h,)(h+h,+h,)(h+h,)

X,)+

X,)+

X)+

)

Pentru x=xo si relatia (9), rezulta

)= (%=X)(% -4 (%,-%,) (%=X) (%= %) (% -,
N (RN (R TN R Y RN (R R

+(xo—x,l)(xo—xl)(xo—x2)+(x0—x,z)(xo—xl)(xo—x2)+(xg—x,2)(x0—x,i)(xo—x2)+(x0—x,z)(xo—xfl)(xo—xl) f
h_lly(h_1+h_2)(h1+h2)

X,)+

ror o Joox) olb-s 10
+_mh2(h1+h—1+h-z)(h1+h-1) e hy(f+y +h+h )y b ) By +h %) (10)

Din relatiile (2) si (10),obtinem calculul aproximativ al derivatei de
ordinal intai a unei functii cand se cunoaste valoarea functiei In cinci
puncte neechidistante:

PN hh(h+h,)

f (X )_ hl(h72+hfl)(hl+h2)
", (hy+hy)(hy+h, +h)(hy +h, +h +hy)

huh, (h,+h)(h,+h +h,)

f(sz)— f(X—1)+

Db (b, by (g +h) ()= () () bty +h)
h by (h,+h,)(h+h,)

f(xl) -

F %)+

h,(h,+h,)(h+h,)
~hh, (h +h, +h,)(h +h,)

h—lhl (hfl + hfZ) f (Xz)
h, (b +h, +h +h,)(h,+h,+h)(h, +h,) (11)

36



LUCRARE DE LICENTA

5.2. Calculul aproximativ al derivatei de ordinul doi a unei functii cand se
cunoaste valoarea functiei in cinci puncte neechidistante

Derivata de ordinul doi se calculeaza pornind de la relatia (9).
Derivam mai intai expresiile:
(X=%) (X =X) (X=X, )+ (X=X ) (X =% ) (X =% )+ (X=X, ) (X=X, ) (X=X, ) +
(X=X ) (X =% ) (X =) = (X =% ) (X =%, )+ (X=X J[(X =%, )+ (X=X )]+ (X =%, ) (X=X, ) +
(X=X (X =) + (X =2 )14 (X=X ) (X=X, )+ (X=X )[(X =% )+ (X =%, )]+ (X=X, ) (x=x )+ (12)
(X=X (X =% )+ (X = X)] = 2(X =% ) (X=X, )+ 2(X =X, ) (2X =X, = X,) +
+2(X =X, ) (3 =X, =X, = X,)
(=% ) (X=X (X =2 )+ (X=X ) (X=X ) (X=X )+ (X =X ) (X =% ) (X=X, )+
(X=X ) (X=X ) (X=%) = 2(X =X, ) (X =%, ) +2(X =X, ) (2X =X, —X,) + (13)
+2(X =X, ) (3X =Xy — X, — X,)

(X_X—1)(X_Xl)(X_X2)+(X_X—2)(X_Xl)(x_X2)+(X_X—z)(x_x—l)(x_xz)+
H(X =X, ) (X=X ) (X= %) =2(X =X ) (X=X, )+ 2(X = X_; ) (2X = X, — X,) + (14)
+2(X =X, ) (BX— X, — X —X,)

(X=X ) (X =% ) (X =%, )+ (X=X, ) (X = X5 ) (X =%, ) + (X=X, ) (X=X, ) (X=X, ) + :
(X=X, ) (X=X ) (X=X)) = 2(X =X ) (X=X, ) +2(X =X, ) (2X =X, = X,) + (15)
+2(X =X, (BX =X, =Xy = X,)

(X=X ) (X=X ) (X=X, )+ (X=X, ) (X=X, ) (X=X, )+ (X=X, ) (X =X ) (X=X, ) +

(X=X, ) (X=X ) (X =% ) =2(X =% ) (X =% ) +2(X =X, ) (2X = X, = X,) + (16)
+2(X =X, ) (BX =X, = Xy — X))

Din relatiile (12),(13),(14),(15) si (16) rezulta ca derivata de ordinul
doi candsecunoaste valoarea functiei in cinci puncte neechidistante.
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T 2(x=x) (X)) +2( X=X ) (2X =X = X,) +2(X = X, ) (BX = Xy = X, — X,)

O ) oo

2% =) (X = %) +2(X =% ) (2X =X = X,) +2(X =X, ) (3K =X, = X, = %,) f(x.)+
h.h,(h, +h1)(h +h+h,) B

+2(x—x1)(x—x )+2(x X)) (2X =% = %,) +2(X =X, ) BX =X, = X = X,) f(x)+

h(h,+h )(h +h,)
2(x—x0)(x—x)+2(x X1 ) (2X =% = %) +2(X =X, ) (3X =X, — X, = X,)
-hh, (h+h+h,)(h+h,)
_2(x—xo)(x—x1)+2(x—xfl)(2x—x0—x1)+2(x—x72)(3x—x71—x0—xl) f(x) (17)
h, (hy+h, +h, +h,)(h +h, +h,)(h +h,) ’
Pentru x=xo, relatia (17) devine:

o) = 2(% = %) (% = %,) +2(X) = X, ) (2%, = X, = X,)

" h,(h,+h,)(h,+h,+h)(h,+h. +h +h)

Z(XO—Xl)(XO—X2)+2(XO—X_z)( Xo =X~ z)
T ey

2(X0—Xl)(Xo—X2)+2(X0—X_l)(ZXO—Xl—X2)+2(XO—X_z)(3XO—X_l—Xl—Xz)

h—lhl (hfl + hfZ)(hl + h2)

Z(Xo_X—l)(xo_X2)+2(Xo_X—z)(zxo_x-l_xz) _
' “hh, (h+h+h)(h +h,) fix)

( ) )+2( O_sz)(zx()_x—l_xl) f(X ) (18)
h,(h+h+h +h,)(h+h,+h,)(h+h)
Din relatiile (1) si (18), rezulta relatia (19):
= 210, (b, +h,)=h,, (2, +h, )] 2 (b +hy)=(hy+h,) (20 +h,)]
F)= h, (hy+h,)(h, +h,+h)(h +h, +h +h,) Hxa) huh, (hy+h)(h +h +h) s
+2[(h1+h2)(h1—hfl)—hflhl—(h71+h72)(2h1+h2—hﬁl)] 2 (hy +h,)=(h+h,) (20, +h,)]
hh(h,+h,)(h +h,) hh,(h+h,+h,)(h +h,)

2(h,+h,)(h,=h)-h.h]
+h2(h1+h2+h71+h72)(h1+h2+h71)(h1+h2) fle) (19)

care reprezinta formula de calcul a derivatei aproximative de ordinul
doi a unei functii cand se cunoaste valoarea functiei in cinci puncte

+

( -2)_

F (%) +

+

f(xo)_ f(X1)+

neechidistante.
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5.3. Calculul aproximativ al derivatei de ordinul trei a unei functii cand se
cunoaste valoarea functiei in cinci puncte neechidistante

Valoarea aproximativa a derivatei de ordinul trei este egala cu
derivata de ordinul trei a polinomului Lagrange dat de relatia (3).
Calculam mai Intai expresiile de la relatia (17):
2(X=X) (X =%, )+ 2(X = X)) (2X =X, = X,) +2(X = X_; ) (3X =Xy = X, = X,) = 2[X = X, + X=X, + 20)
+2X =X, = X +2(X =X ) +3X = Xg = X, = X, + 3(X =X, )] = 6(4X = X, — X, — X, = X_,)

Prin analogie cu relatia (20), rezulta:
2(X =% )(X=%,)+2(X =X, ) (2X =X, = X,) +2(X =X, ) (3X =X, = X, = X,) = 6(4X — X; = X, — X, — X.,) (21D
2(X=X)(X=X,)+2(X =X ) (2X =X = %,) +2(X =X, ) (3K =X, =X, = X,) =B(AX =X, =X, = X, — X ,) (22)
2(X=% ) (X=,)+2(X=X_1) (X=X, = X,) +2(X =X, ) (3X =X, = X = X,) =B(4X =X, =X ; =X, = X,) (23)
2(X=% ) (X=X )+ 2(X =X, ) (2X =%, = %)+ 2(X =X, ) (3X = X, =X = X,) = 6(4X =X, =X, =X, = X,) (24)
Din relatiile (20),(21),(22),(23) si (23), avem derivata de ordinul

doi:

e 6(4X — X, — X, — X, —X ;) O B(AX =% =X =% = X,)

F=g (h ) e e heh) ) T e ey O
6(4x—x 2) () + B(4X =X, =X —X;—X,) () (25)

Thon(n, +h )(h1 h,) —hh, (h+h,+h,)(h +h))

B(4X— X, =X — X, —X,)

_ f
h, (h+h, +h +h,)(h+h,+h,)(h +h,) ()

Pentru x=xo, relatia (25) devine:
- 6(3%, — X, — X, —X_;)
f - 0 1 2 1 f _
%) h,(h,+h,)(h,+h,+h)(h,+h,+h +h,) (x2)
B(4X =X, =X — X, —X,) 6(3%, =X, =X, —X,) (26)
f(x,)+ f(x)-
hoh(h,+h,)(h+h) " -hh,(h+h,+h,)(h+hy)

~ 6(3%, — X, =X, —X,) F(6,)
h,(h+h,+h,+h,)(h+h,+h)(h +h,)

6(3X0 X=X sz)
huh, (hy +h)(hy +h +h,)

f(x,)+

Tinand cont de relatia (1), formula (26) devine:
-~ 6(h,-~2h,~h,) _6(h,+h,-2n-h)
H)= h, (h,+h,)(h,+h, +h)(h, +h,+h +h) s
Sy th o) ) 60h +h - -h)
hhy (hy +h, ) (h +hy) ’ hh, (h+h, +h,)(h +h,)

h.h, (hﬁ +h)(h7 +h +h)f(x’1)+ (27)
6(2h, +h,-h)
f(xl)+ hz(h1+h2+h,1+hfz)(hl+h2+h—1)(hl+h2) f(XZ)
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care reprezinta formula de calcul aproximativ a derivatei de ordinul trei
a unei functii cand se cunoaste valoarea functiei In cinci puncte
neechidistante.

5.4. Calculul aproximativ al derivatei de ordinul patru a unei functii cand
se cunoagste valoarea functiei in cinci puncte neechidistante

Pornind de la relatia (25) si derivand-o, vom obtine derivata de
ordinul patru:

T 24 2
f@(x) = f B ¢
O e e e heh) O o e O
24 24 28)
* f(%)- f(x)+ (
hh(h,+h,)(h+h) 0 by (h+h,+h,)(h+h,)

24
Ty (b +h,+h, + ) (R +hy +h) (4 hy)

f(x)

Pentru x=x, relatia (28) devine:

— 24 24
fO(x )= f(x,)- f
(%) h,(h,+h,)(h,+h,+h)(h,+h,+h+h,) (x) hoh,(hy+h)(h,+h +h,) (x)+

24 i iy o)
IR Ry AT CRT N R A

.y 24 F(x)
h, (h+h, +h +h,)(h +h,+h ) (h +h,)

care este chiar derivata de ordinul patru a unei functii cand se cunoaste
valoarea functiei in cinci puncte neechidistante.

Observatii:

. Expresiile derivatelor numerice obtinute in acest capitol sunt folosite la
rezolvarea ecuatiilor si sistemelor de ecuatii diferentiale.

. Daca functia f(x) este o functie polinomiala de gradul cel mult patru,
atunci derivatele ei pana la ordinul patru calculate cu formulele din
acest capitol sunt exacte.
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CAPITOLUL VI

Calculul erorilor pentru derivatele unei functii cand se stie
valoarea functiei in cinci puncte neechidistante

Pentru a calcula eroarea de trunchiere, folosim formula lui Taylor
pentru feC5(a,b) si xo care apartine unui interval (a,b).
Pentru n=4, avem:

00 s e Oy EEO g )

unde ¢& e (x,,X) (D

)

Calculam valoarea functiei in punctele x.2=Xo-h.1-h.2, X.1=Xo-h.1,
x1=Xo-+h1, X2=Xo+h1+h, unde h2,h.1,h1,h2>0 folosind formula (1).

f(x) :, F () b, 100)

f(x_2)=f(x0)+f’(xo)(x_2—x0)+2—?(x_2—XO) +T(x_2—xo) + 4

(x, ‘Xo) +

4 f(s)(é) 5
Hl (

=) 0, - T gy "
LT

i)l e o P g TR

S T I T A MY AL N R I AR

S
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R
£(x_,) = F(xg) -, (x;) + @ n ot (;(!0) en o S;O) p et gZ) 3)
AR S P R LT L R A
ST RALI Y AL N AT R A

R

£(x,) = F(x,) +h*(x,)+h? (f) hffm(;(f) +h;‘f(4)$°) hff(S)g?) 4)
ol oo O o L g
S R AL IR L RSN L NN
+%(xo+hl+hz—xo)5

R

f(x,)="f(x,) +f’(x0)(h1+h2)+f” (;(;)) (h1+h2)2 +fm(%°)(h1+h2)3+f(4)%(h1+h2)4 +

(5)

+

f(S)(éeA) (h1+h2)5

unde, & € (XX ) ) & € (X 1%) ) & € (XgXy) ) s € (X1X,) )

6.1. Eroarea de trunchiere pentru derivata de ordinul intai

Folosind formula (11) si tinand cont de relatiile (2),(3),(4) si (5),
rezulta:
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- (b +h) X
"o, (hy+hy)(hythy+h)(hy +h, +h+hy)

{f(xo e L on - E0D D g L J

3! 41

A1) 1) ){f(x(]) PP I AP I ]

o (n+h) (£ +h, T T

: h—lhl(hl + hz) + hl(h4 + h—l)(hl + hz)_hfl(hfz + hfl)(hl + hz) B hf1h1(h71 + hfz)
hf1h1(hf1+hfz)(h1 +h2)

h—l(h72+hfl)(h1+h2) {f(xo) +h1f’(x0)+h12f"()2(:’) +hlafm(xo)

-hh, (h+h,+h,)(h +h,) 3

Flg)+

) )
+h14f (XU) _th15‘r (é) ]_
41 5!

] b (h,+h,) x
h,(h+h,+h,+h,)(h+h,+h,)(h +h,)

{( R A RARISTY SRR SLALINTNIY A

Grupand pe rand, dupa f(xo), f‘(x0), f'(x0), f{#(x0) In expresia lui
f '(x0), obtinem coeficientii acestor derivate ca fiind 0. Analog obtinem
coeficientul lui f '(xo) ca fiind egal cu 1.

Deci:

TN fly ) hf1h1(h1"'hz)(hff"hfz)4 h714h1(h72+h71)(h1+h2)
)= ) Sih (h, +h,, +h,)(n, +h, +h 1) (é)Jr5!h_2(h_1+h1)(h_1+hl+hz) &)+

' (h+h)(hh) hhy(h,+h,)(h +h)’ 7

— f(5)
+h5!2(h1+h_l+h_2)(hl+h_1) (&) 5h, (h, +h, +h +h,) (b +h, +h,) (&)

Eroarea de trunchiere pentru derivate de ordinal Intai este:
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4
& :‘fl(xo)— f'(Xo)‘: fl(Xo)_Slh h_lhl(hl+h2)(h_1+h-2)
th,(h,+h,+h)(h,+h, +h +h,)

(2)+ h.*h (h, +h)(h+h,) o)+
5th, (h,+h,)(h, +h +h,)

s hoh'(h, +hy)(h+hy) 9(z)-
5ih, (B +h,+h,)(h+hy) 7 Bih(

hohy(h,+hs) (b +h,)' O(e)- f 1)
hoth+h,+h,)(h+h+h,) ’

] (b +h,)(h, +h.) |
Sthoh, (hy +h, +h ) (h+h, +h ) (hy +h, +h+hy)(h +h)

|-, (hy + hfz)a(h1 +h)(h+h,+h ) FO (&) +h hy (hy +h, +h)(h, +h,+h +h,)f9 (&) +

+h'h,, (hl +hy+ h—l)(h—l +hy+h+ hz)f(S) (53)_ h, (hl + h—l)(hl + hz)a(h—l +hy+ hl)f(S) (é)‘ <
(b)) (h, +h) |
~5thh, (hy +hy,+h)(h +h,+hy)(hy+h, +h +h,)(h +hy)

() (b (b F ()] () By ) 9 (&) +

+h'h, (h+hy+hy)(hy+h, +h+ hz)‘f(s) (53)‘+ h, (R +hy) (b + h2)3 (hy+h,+ hl)‘f(S) (54)‘]

Presupunand ca feC5[a,b] (adica, derivate de ordinul cinci este
continuad),

M =sup
[a.b]

FO(x).

Deci:

. hh (h+h,)(h,+h,)-M .
g <
5th_h, (h,+h,+h)(h+h,+h)(h +h,+h +h)(h +h,)
Th, (h, + h72)3(hl +h,)(h+h,+h,)+ h_’h, (h,+h,+h)(h,+h,+h +h,)+

8
+hh, (h+h,+h )(h,+h,+h +h)+h, (h+h,)(h+h,) (h,+h,+h)] ®)

Relatia (8) reprezinta eroarea de trunchiere pentru derivata de
ordinul intai care trece prin cinci puncte neechidistante.

Caz particular: cand h.;=h.;= hi=h,=h obtinem:
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e, < h-h-2h-2h-M .[h-8h®*-2h-3h +h-h®.3h-4h +
120-h-h-2h-3h-3h-4h

h*-M (b—a)*M
18 18n*

+h-h®*-3h-4h+h-8h®-2h-3h] =

Decij,
(b—a)*M
18n*
care reprezintad eroarea pentru derivate de ordinal intai prin prin cinci

puncte echidistante, unde n=numarul de subintervale.

e <

6.2. Eroarea de trunchiere pentru derivate de ordinal doi

Folosind formula (19) si tinand cont de relatiile (2),(3),(4) si (5),

rezulta:
2[h1(h1+h2)—h_l(2h1+h2)] '
h,(h,+ hfz)(hf1 +h, + hl)(hf1 +h, +h +h))

(%) =

.u%yu%xm+mp£%%4hﬁhj-i%%4m+mfﬂwvo(m+mfj@§)mfmJS_

41
A )T ) ) ],
hmgnﬁmxh+h+h) ’ 2! 3 o4 sl
20 +h,)(h —h,)-h fp—(h, +h,)
' b ()
_2[h71(h71+h72)—(hl+h2)(2h71+hfz)] , (%) af (%) 4f(“)(xo) 5f(S)(fg)
(o + +, ) h) f(x,) +hf(x,)+h, —+h, ! +h, 4 +h, +
. 2[( h,+ h-2)(h-1 B h1) -hh] .
hy(h,+h,+h +h,)(h +h,+h,)(h +hy)

| (xg) 0 (x) (1 1)+ 2) (1) + f(gl) (h (4 o) (b, f‘*) (h+h)]
Grupéand pe rand, dupa f(xo), f (x0) , f'(X0), f{®(xX0) In expresia lui
f“(x0), obtinem coeficientii acestor derivate ca fiind 0. Analog obtinem

coeficientul lui f“(xo) ca fiind egal cu 1.

(2h,+h,—h,)] f(x)-
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) — £ ) (h,+h,) [h(h,+h,)—h,(2h +h,)]
(%) = T (%) 50h
L(h,+h,+h)(h,+h,+h +h,)
h_,*[h, (h,+h,)—(h, +h,)(2h, +h2)]f(5) (&) +
60h_, (h_, +h)(h, +h +h,) 2
h*lh,(h,+h,)—(h +h,)(2h, + h_z)]f(s) (&)
60h, (h, +h_, +h,)(h +h_,) °
_ [(h—l + h—2)(h—1 — hl) — h—lhl](hl + hz)4 .f(5) (ff )
60h, (h, +h, +h, +h,)(h, +h, +h_) 4

unde, & € (XX ) ) & € (X 1%) ) & € (Xg.%y) ) s € (X1X,) )

FO (&) +

Asadar, eroarea de trunchiere pentru derivata de ordinul doi este:

) (h,+ h72)4 [h,(h,+h,)-h., (20 +h,)] ()4 h [y (b +h,)-(h, +hy ) (20 + hz)]f(s)

g
(%) 60, (h, +h,,+h)(h +h, +h +h,) 60h,, (., +h )(h,+h +h,)

& :‘fYXo)_ f"(xo)‘: (§2)+

h14[h_1(h_1+h_2)—(h1+h2)(2h_1+h_2)] o _[(h'1+h-2)(h—1_h1)‘h_1h1](h1+h2)4 I
+ 60n, (b, +h, +h.,)(h, +h,) i) 60f1z(hﬁ-h2+h4+h,2)(hl+h2+h,1)f (&)= 106l

_(h—l+hfz)A[hl(h1+hz)‘h—1(2h1+h2)] 19 )+h714[hl(h1+hz)—(hfl+h72)(2h1+h2)]f(5)( R
60n, (, +h,+h)(h, +h,+h+h) 60h,, (h, +h)(h,+h +h,) :

+h14[h-1(h-1+h-2)_(h1+h2)(2h-1+h_2)]f(5)( )_[(h-1+h-z)(h-1_h1)_h-1h1](h1+h2)4f(S)(gg)
60, (h, +h,, +h,)(h,+h.) 60n, (h+h, +h+h,)(h+hy+hy)

unde, é:l € (X—Z’X—l) , 62 € (Xfl,XO) , é:s = (XO’Xl) , 54 = (Xl’XZ) .

6.3. Eroarea de trunchiere pentru derivata de ordinul trei

Folosind expresia (27), care este derivata de ordinul trei, si tinand
cont de relatiile (2),(3),(4), (5) avem:
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f_(X ): 6(h71_2h1_h2) .
" h,(hy+hy)(h+h, +h)(h +h, +h +hy)

(%) _f’(xo)(hl+h2)+f"(%°)(h1+h2)2_fm(%o)(h1+h2)3+f<4)(4>;0)

1

(h +h2)4_f(5)£_f1) (h1+h2)5}

_oh ' @) ©)
__ 6(h,+h,-2h -h)) £(x,) -h,lf’(Xo)Jrh,lzf (*o) —h,ff (%) +h714f (o) —h,ff (&) N
hoh, (hy+h)(h,+h +h,) 2! 3! 41 5!

6(2h,+h,-2h ~h,)
_I_
hy(hy+h,)(h+h,)

F(x) -

_h_ ! 4) )
__ 6(2h,+h,-h -h,) f(x,) +h1f’(x0)+h12f (%) +hff (%) +h14f (%) +h15f (&) N
hhy (h+h, +h)(h+h,) 2! 3! 4 51

. 6(2n,+h,~h)
h,(h+h,+h, +h,)(h +h,+h,)(h +h,)

.{f(xo)+f’(x0)(h1+h2)+f"(:?) (h1+h2)2+”%")(h1+hz)3+f(4)g)j°) (h1+hz)“+f(5)g4) (h1+h2)5]

Grupand pe rand, dupa f(xo), f ‘(x0) , f'(x0), f{#¥(x0) In expresia lui
f”(x0), obtinem coeficientii acestor derivate ca fiind 0. Analog obtinem
coeficientul lui f”’(xo) ca fiind egal cu 1.

(h,—2h,—h)(h,+h,)*
20h_, (h_l +h,, + hl)(h_l +h_, +h + h2)

?"(xo)zf'"(xo)+ O (&) -

_ h(h,+h,—2h —h)
20h_, (h_, +h)(h_, +h, +h,)

h*2h,+h,—h —h,)

f(5)
20h, (h, +h, +h,)(h,+h) (&) +

f(5)(§2)_

. (2h,+h,—h)(h +h,)*
20h, (h,+h,+h_, +h_)(h +h,+h)

,f(5)(§4)
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Rezulta ca, eroarea de trunchiere:

1 ke (h,-20-1) (| b+, 2heb)
=l -l (X°)+20h_2(h_l+h_+h)(h_+h_+h+h) L phen]

W) g ) +h,)
20h,(+h,+h)(h+h) 20h2(h1+h2+h_1+h_2)(h1+h2+h_1)

—

9(6)-1x)

e:\ (h,-20-b)(n, +h,) (e il B) g
' ‘ZOh_z(h_ﬁh_z+h1)(h_1+h_2+h1+h) V20 (b, +h)(h, +h+h)

W) g O (0 +h,)
20h, (+h,+h (B +h) 20h2(h1+h2+h71+h72)(h1+h2+h71)

>

,f(5)(§4)

(hf1'2hl'hz)(hﬂ'hfz)4 . (5)( )+ (2h71+h72'h1)(h1+h2)4 _ (5)(5) 4
o, (b, th (b £hy e +h) 200 (h +hy +h b ) (e, eh)

hyh,-2-b) h'(20, +h, - -h)
' 20h,(h,+h)(h, +h, +hy) - 20h,(h, +h, +h (0 +h,) (éﬂ

unde, 681 € (X—Z’X—l) , §2 € (Xfl,XO) , 53 € (XO’Xl) , 54 < (Xl'XZ) .

48



LUCRARE DE LICENTA

6.4. Eroarea de trunchiere pentru derivate de ordinal patru

Expresia derivatei de ordinal patru este:

< 24 24
0 (x,) = f(x,)- f
(%) h,(h,+h,)(h,+h,+h)(h,+h,+h +h,) (x2) h.h, (h,+h)(h,+h +h,) ()
24 24
+ f(x,) - f(x)+
hoh(h,+h,)(h+h) 7 hhy(h+h, +h,)(h+h,)

24
Thy(h+hy +h,+h)(h e h, +h,)(h +h)

f(x,)

Folosind expresia derivatei de ordinal patru, si tindnd cont de
formulele (2),(3),(4),(5) obtinem:

fﬂ)(x): 24 .
"ohy(hyhy)(hy+hyh)(hy+h,+h +hy)
.{f(xo) -f’(xo)(h1+h2)+f"(%°)(h1+h2)2_fm(%o)(hl+h2)3+f(4)(ﬁo) (h1+h2)4‘f(5)(5f1) (h,1+h72)5 _
—_ 24 .
hh, (hy+h)(hy+h +h,)
-{f(xo)-hlf’(x0)+h12f”<:;’) -hffm(;(f) +h1“f(4)(ﬁ°) -hff(S)gz) ]+
. 2% - 2% |
h_lhl(h_1+h_2)(h1+h2) ’ hlhz(h1+h_1+h_2)(h1+h_l)
{f(xo) +h1f’(x0)+h12f”(;(?) +h13f”(;(!°) +h1“f(4)(4);°) +h15f(5)(5f3) :l+
. 24 |
hy (b +h,+h,+h,)(h +h, +h ) (b +h,)
£ , F(x, . f9(x, . 19(g, .
'{f(xo) +f’(xo)(h1+h2)+ (;(:) (h1+hz) + (;) (h1+hz) + E:j) (h1+h2) u (j) (h1+hz)

Grupand pe rand, dupa f(xo), f '(x0) , f'(x0), f”(x0) , In expresia lui
—f(4)(xo), obtinem coeficientii acestor derivate ca fiind 0. Analog obtinem
coeficientul lui f{®(xo) ca fiind egal cu 1.

Asadar:
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(h,+h,)*
5h,(h,+h,+h)(h,+h,+h +h,)

FO0) = 190x) - &)+

h,
"5h, (h, +h)(h,+h +h)
. (h,+h,)"
h,(h,+h,+h,+h,)(h +h,+h)

m4
5h, (h, +h_,+h,)(h +h,)

,f(5)(§4)

1(5)- £9(5)+

- (h,+h,)
5h., (h, +h,+h)(h,+h,+h +h,)

!
,f(5)
50, (1, +h,, +h,,)(h, +h.) (4)+

F9(&)+

h !
£6) _
"B, () (h, e eh) (%)

(h+h,)’
_|_
5h, (h,+h, +h, +h,)(h +h,+h,)

'f(S) (54) — f (4)(Xo)

) (h,+h,)
5h,(h,+h,+h)(h,+h,+h+h,)

h ¢
— _f(5) _
s, (h,+h)(h, h o) (&)

. (h,+h,)’
5h, (h,+h, +h +h,)(h +h,+h,)

FO(&)+

h'
Bh, (h,+h,+h,)(h +h,)

eT:

£O(&)+

=

'f(S)(§4)

+

<
o s 5h, (h, +h, +h +h,)(h +h,+h,) 5h,(h,+h,+h)(h,+h,+h+h,

! (h1+h2)4 £9(&,)- (h—1+h—2>4 )‘f(s)(é)}

h 14 h4
- 6 _ 1 f®
J{Shz(hﬁhl) h,+h +h,) (%) 5h, (h,+h,+h,)(h +h,) (53)]

unde, 681 € (X—Z’X—l) , §2 € (Xfl,XO) , 53 € (XO’Xl) , 54 € (Xl'XZ) .
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CAPITOLUL VII
APLICATIE
7.1. Calculul derivatei exacte a unei functii

Problema. Fie functia f(x)=In(2+x?2).Se cere sa se calculeze f(1),
(1), £(1) sif®(1).

2X 2 2
Rezol f(x)= =——=—=0,6666
ezolvare: f(x) i @9 51
: 22+ x%)—4x> 4-2x° : 4-2 2
f'(x)= = f'(1)= =—=0,2222
(X) (2+ X2)2 (2+ X2)2 = ( ) 32 9
£ (x)= —4x(2+x%)? -8x(2—x*)(2+ x*) _ —4x(6—X?)
(2+x%)* 2+ x%)°
, 4.5 =20
f'(1)="22="% = _0,7407
D=—=—
f(4)(x)=
[-4(6—x*) +8X71(2+ x%)* + 24x*(2 + X*)*(6— X*) _ 12(x* —2x° +12x—4) N
2+x)° - 2+x%)°*
f(1)=120=2+12-4) 84 ) 457
3 81

7.2. Derivarea numerica prin trei puncte echidistante

Problema: Fie x1=0,98, xo=1 si x1=1,02 si f(x)=In(2+x?)
cand se cunoaste f(x.1)=1,08532; f(x0)=1,09861; f(x1)=1,11199. Se cere
f(1) sif(1).

Rezolvare:

Cum x-1=Xo-h si x1=xo0+h, atunci h=0,02.
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Formulele pentru derivatele de ordinul intai si doi sunt:

- f(x,)  f(x)
Pxo)=T0), F
o)==+ =
(1) =~ (1,08532-1,11199) = 222" _ 6667
2x0,02
o (X 2f (x f(x
f(Xo): (hzl) - (hZO) n (hé)
—  f(1)=— - (108532~ 2x1,09861+1,11199) = 0,225
(0,02)

7.3. Derivarea numerica prin trei puncte neechidistante

Problema: Fie x.1=0,98, x0=1 si x1=1,03 si f(x)=In(2+x2) cand se
cunoaste f(x.1)=1,08532; f(x0)=1,09861; f(x1)=1,1187. Se cere f(1) si
f(1).

Rezolvare:
Cum x-1=Xo- h1 =h1=0,02
x1=Xo+h2 = h=0,03.

Formulele pentru derivata de ordinul intai si ordinul doi sunt:

> — hz hz _hl hl
f(XO)—_m (X—1)+ hh, f(X0)+ hz(h1+h2)f(xl)
- _ 1 1 1

Hoo)= Z{hm+h2>f(x*)_@f(x°)+ hz(hl+hz)f(xl)}

Pentru xo=1, avem:

f 0,03 x1,08532+wx1,09861+ 0,02 x1,1187 =0,6665

£(1) =
(1) 0,02(0,02+0,03) 0,02x0,03 0,03(0,02 +0,03)

52



LUCRARE DE LICENTA

Iz 1 1

7(1) 22| o x1,08532 - CL09861+—— 11187 |=0,2066
0,02(0,02 +0,03)

0,02x0,03 0,03(0,02 +0,03)

7.4. Derivarea numerica prin cinci puncte echidistante

Problema: Fie x2=0,96, x.1=0,98, xo=1, x1=1,02 si x2=1,04 cu
f(x)=In(2+x2?) pentru care h=0,02 si valorile in aceste puncte sunt:
f(x2)=1,07213, f(x.1)=1,08532; f(x0)=1,09861; f(x1)=1,11199 si
f(x2)=1,12545. Se cere f(1), £ (1), f'(1) si f®(1).

Rezolvare:

Aplicand formulele pentru derivatele de ordinul intai, doi, trei si
patru:

F(x0) = 3 [ ()81 (x.) 81 (x) (x,)]

1
2

fT(Xo) = on

[ -f (x_,)+16f (x_,)-30f (x,) +16f (x,)-f (x,)]
E"(Xo)= %[f (x_p)+2f (x_)-2F (x,)+F (x,)]

) (x0) = %[f (X )-4F (X ;) +6F (X, )-4F (x,) + (x,) ]

atunci, avem:

1
12 x0,02

f_(l) = (1,07213-8x1,08532 +8x1,11199 —1,12545) = 0,6668

£ 1

(1)= %007 (—1,07213+16 x1,08532 — 30 x1,09861 +16 x1,11199 —1,12545) = 0,225
X 1

_f(l) =_ 1 (-1,07213+2x1,08532 - 2x1,11199 +1,12545) = —1,25
2x0,02°

1
0,02

f®H(1)= (1,07213-4x1,08532+ 6 x1,09861— 4 x1,11199+1,12545) = 0
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7.5. Derivarea numerica prin cinci puncte neechidistante

Problema: Fie x:=0,96, x1=0,98, xo=1, x1=1,01 si x2=1,04, cu
functia f(x)=In(2+x2?) cand se cunoaste valorile in aceste puncte:
f(x-2)=1,07213, f(x-1)=1,08532; f(x0)=1,09861; f(x1)=1,10528 si
f(x2)=1,12544. Se cere derivatele: (1), f(1), f'(1) si f®(1).

Rezolvare:

Cum x-2=Xo-h-1-h-2 :>h-2=0,02
X-1=X0-h-1 :>h-1=0,02
x1=Xo+h1 = h1=0,01
x2=Xo+h1+h2 = h2=0,03
Folosind formulele pentru derivatele de ordinul intai, doi, trei si

patru:
) h b, (h,+h,) fixyofulha ) (b
0/ -2
h,(h,+h,)(h,+h,+h)(h,+h,+h+h,) h,h, (h,+h)(h,+h+h,)
+h_lhl(hl+h2)+hl(h_2+h_1)(h1+h2)—h_l(h_2+h_1)(h1+h2)—h_lhl(h_l+h_2)
hh (h, + ) (h+hy)

f(x,)+

F (%) +

h,(h,+h,)(h+h,)

s h ,h (h_1 + h_z)
hh, (h+h, +h,)(h +h,)

h,(h,+h,+h,+h,)(h +h,+h,)(h +h,)

f(x)- f(x,)
T00)- 210, (h,+h,)—h., (2h +h,)]
" h,(h,+h,)(h +h,+h)(h, +h,+h +h)

+ 2[(h1 + hZ)(hl B h—l)_ h71h1 B (h—l + hfz)(Zhl + hz B h—l)]

_Z[hl(h1+hz)_(h—1+h,2)(2h1+h2)]
(o), heh)

2fh, (hy+h,)=(h+h,)(2h, +h,)]

f(x2)

f (%) f(x)+
hhy(h,+h,)(h+h,) 0 hh, (h+h, +h,)(h +h) !
2[(h—1 + h—Z)(h—l - hl) B h—1h1]
+ f(x,)
hz(h1+h2+h71+h72)(h1+h2+hfl)(h1+h2)
— 6(h_,—2h,-h,) 6(h,+h,-2h-h,)
f X — 1 1 2 fX _ 2 1 1 2 fX +
(%) h,(h,+h)(h,+h,+h)(h,+h, +h +h,) (x2) h,h,(h,+h)(h,+h +h,) (x4)

(B0t 2hehy) ) B2 R
h—lhl(hl + hZ)(h—Z + h—l) hth(h—l + hl) (h—2 + h—l + hl)

. 6(h_,+2n, ~h,) )
h,(h, +h,)(h_, +h, + hz)(hf2 +h +h + hz)
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24 24

O (x) = F(x,,)- f
W)nﬁm+mxm+m+mmym4mﬁm)“J mmmymmm+mmg(ﬁh
24 24
+ f(X,) — f(x)+
hoh(hy+h,)(h+h) % hh(h+h,+h,)(h +h,)
24

¢
(bt + 0 0 ) (B b+ 0 ) (4 ) (%)

Atunci, avem:

_f(l) _ 0,02x0,01x0,04x1,07213  0,01x0,04 x0,04 x1,08532
0,02 x0,04 x0,05x0,08 0,02 x0,02x0,03x%0,06
N (0,02x0,01x0,04 +0,01x0,04% —0,02 x 0,04 x0,04) ><1,09861+ 0,02x0,04 x0,04x1,10528
0,02x0,01x0,04x0,04 0,01x0,03x0,05%0,03
0,02x0,01x0,04 x1,12544
~0,03x0,08x0,06x0,04

=2,680325-24,118222 - 54,9305 + 78,597688 —1,563111 = 0,66618

f_(l) _ 2(0,01x0,04-0,02x0,05) x1,07213 ~ 2(0,01x0,04-0,04 x0,05) x1,08532 N
0,02x0,04x0,05x0,08 0,02x0,02 x0,03x0,06
N 2(-0,04x0,01-0,02x0,01-0,04 x0,03) x1,09861 ~ 2(0,02x0,04-0,04x0,06) x1,10528 N
0,02x0,01x0,04 0,04 0,01x0,03x0,05x0,03
+ 2(0,04x0,01-0,02x0,01) xL12544 =2(-201,024375+ 2411,822222 - 6179,68125 + 3929,884444 +
0,03x0,08x0,06x0,04

+39,077777) =2-0,078818 = 0,157636

f_ (1) _ 6(-0,03)x1,07213 ~ 6(-0,01) x1,08532 N 6x0,01x1,09861  6x0,02x110528 N
0,02x0,04x0,05x0,08 0,02x0,02x0,03x0,06 0,01x0,02x0,04x0,04 0,01x0,03x0,03x0,05
6x(0,05)x1.12544 =6(-10051,2187 +15073,8888 + 34331,5625 - 49123, 5555 + 9769, 4444) = 6-0,1215=0,729
0,03x0,04x0,06x0,08
) ( ) _ 24x1,07213 ~ 24 x1,08532 . 24 x1,09861 ~ 24 x1,10528 N
0,02x0,04x0,056x0,08 0,02x0,02x0,03x0,06 0,02x0,01x0,04x0,04 0,01x0,03x0,05%0,03
+ 24x11254 =8040975-36177333.33+ 82395750 — 58948266.67 + 4689333,333 = 45,8325
0,03x0,08x0,06x0,04

55



LUCRARE DE LICENTA

7.7 Tabelul de valori
Functia Derivata | Derivata functiei cand | Derivata  functiei
f(x) exacta se cunoaste valoarea |ciand se cunoaste
(cand functiei In trei puncte | valoarea functiei in
x=Xo=1) echidistante trei puncte
neechidistante
f (1) 0,6666 0,6667 0,6665
f (1) 0,2222 0,225 0,2068
Functia | Derivata Derivata functiei cand | Derivata  functiei
f(x) exacta se cunoaste valoarea|cand se cunoaste
(cand functiei in cinci puncte | valoarea functiei in
x=x0=1) echidistante cinci puncte
neechidistante
f(1) 0,6666 0,6668 0,6661
f'(1) 0,2222 0,225 0,1576
(1) -0,1481 -1,25 0,729
f®(1) -0,0493 0 45,8325
Oservatii.

. Considerand valorile functiei in punctele x-2, X-1, Xo, X1, X2 cu mai multe
zecimale exacte, se observa ca derivatele de ordin superior sunt
calculate mult mai exact.

. Se observa ca atunci cand se lucreaza cu cinci zecimale exacte atunci
derivatele de ordin superior calculate aproximativ au erori foarte mari.

. Pentru derivate de ordinal intai eroarea de trunchiere este majorta de
un infinit mic de ordinal patru.

. Pentru derivate de ordinal doi eroarea de trunchiere este majorata de
un infinit mic de ordinal doi.

. Se observa ca valoarea derivatei unei functii cand se cunoaste valoarea
functiei in cinci puncte neechidistante eroarea de trunchiere este mult
mai mare decat valoarea derivatei unei functii cand se cunoaste
valoarea functiei in cinci puncte echidistante.

. Pentru derivatele de ordinal trei si patru se lucreaza cu h.z,h.1,h1 si hz cu
valori foarte mici.

56



LUCRARE DE LICENTA

CONCLUZII

Formulele pentru obtinerea derivatelor calculate aproximativ, trei si
cinci puncte, sunt folosite pentru calculul aproximativ al derivatelor de
ordinal trei, patru, cinci.

Ele inlocuiesc formulele de calcul exact al derivatelor intr-un punct care
nu pot fi folosite pe calculator.

Expresiile derivatelor numerice obtinute in aceasta lucrare de diploma
sunt folosite la rezolvarea ecuatiilor, sistemelor de ecuatii diferentiale,
ecuatii cu derivate partiale si sistemelor de ecuatii cu derivate partiale
folosind metoda retelelor.

Formulele de exprimare a derivatelor cu ajutorul valorilor in cinci
puncte neechidistante se utilizeaza de regula cand necunoascutele
ecuatiilor sau sistemelor de ecuatii diferentiale au variatii mari pe
intervale mici.

Daca functia f(x) este o functie polinomiala de grad cel mult patru,
atunci derivatele ei pana la ordinal patru date de formulele
(17),(21),(25) si(29) sunt exacte.

Pe masura ce ordinal de derivare creste, eroarea de trunchiere se
mareste.

Din exemplul prezentat se observa ca calculul aproximativ al derivatelor
de ordin superior cand se cunoaste valoarea functiei in trei si cinci
puncte echidistante eroarea de trunchiere este mult mai mica fata de
eroarea de trunchiere din calculul aproximativ al derivatelor de ordin
superior cand se cunoaste valoarea functiei In trei si cinci puncte
neechidistante.
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